
نجفͬ امیر دکتر مدرس: کامپیوتر مهندسͬ دانشͺدەی

مهندسͬ احتمال و آمار
۱۴۰۲ −۱۴۰۳ دوم نیم سال

اسفند ۲۸ تحویل: زمان دوم سری تمرین

است. مشخص شده روز ۲۳:۵۹ ساعت تا پاسخ ارسال مهلت •

شدە نوشته او خود توسط باید حتما کس هر ارسالͬ پاسخ اما ندارد مانعͬ تمرین انجام در شما هم فکری و هم کاری •
باشد.

سوال حل استفاده برای مورد منابع آدرس و هم فکران نام درسͬ، خارج منابع هر از استفاده یا و هم فکری صورت در •
کنید. ذکر  را نظر مورد

شد. نخواهد تصحیح شما پاسخ صورت این غیر در کنید. بارگذاری نظری سوالات پاسخ از واضح تصویری لطفا •

بارم بندی

نمره) ۱۰۰ (مجموعا است: زیر شͺل به سوالات بارم

امتیاز ۱۲ :۱ سوال •

امتیاز ۱۰ :۲ سوال •

امتیاز ۱۵ :۳ سوال •

امتیاز ۱۲ :۴ سوال •

امتیاز ۱۰ :۵ سوال •

امتیاز ۱۰ :۶ سوال •

امتیاز ۹ :۷ سوال •

امتیاز ۱۰ :۸ سوال •

امتیاز ۱۲ :۹ سوال •

۱



تجمع) و ۱. (چͽالͬ مسئلەی

است: شده داده زیر احتمال چͽالͬ تابع با X تصادفͬ متغیر

fX(x) =


ae−λ(x−۱), x > ۱

b, −۱ ⩽ x ⩽ ۱

ceλ(x+۱), x < −۱

.λ > ۰ داریم: که طوری به
a+ c = λ(۱ − ۲b) کنید ثابت الف)

نمایید. محاسبه X تصادفͬ متغیر برای را تجمعͬ توزیع تابع ب)

جواب.

الف)
: داریم همچنین .

∫∞
−∞ fX(x)dx = ۱ باید که دانیم ∫مͬ ∞

−∞
fX(x) dx =

∫ −۱

−∞
ceλ(x+۱) dx+

∫ ۱

−۱
b dx+

∫ ∞

۱
ae−λ(x−۱) dx =

c

λ
eλ(x+۱)

∣∣∣∣∣
−۱

−∞

+ bx

∣∣∣∣∣
۱

−۱

+
−a

λ
e−λ(x−۱)

∣∣∣∣∣
∞

۱

=
c

λ
+ ۲b+ −a

λ
(−۱) = a+ c

λ
+ ۲b

⇒ a+ c

λ
+ ۲b = ۱ ⇒ a+ c = λ(۱ − ۲b)

ب)
. کنیم محاسبه را FX(x) میخواهیم

: ͬ کنیم م بندی حالت x روی پس است. FX(x) =
∫ x

−∞ fX(t) dt که میدانیم
x < −۱ : ۱ حالت

FX(x) =

∫ x

−∞
ceλ(t+۱) dt =

c

λ
eλ(t+۱)

∣∣∣∣∣
x

−∞

=
c

λ
eλ(x+۱)

−۱ ⩽ x ⩽ ۱ : ۲ حالت

FX(x) =

∫ −۱

−∞
ceλ(t+۱) dt+

∫ x

−۱
b dt =

c

λ
eλ(t+۱)

∣∣∣∣∣
−۱

−∞

+ bt

∣∣∣∣∣
x

−۱

=
c

λ
+ b(x+ ۱)

x > ۱ : ۳ حالت

۲



FX(x) =

∫ −۱

−∞
ceλ(t+۱) dt+

∫ ۱

−۱
b dt+

∫ x

۱
ae−λ(t−۱) dt =

c

λ
eλ(t+۱)

∣∣∣∣∣
−۱

−∞

+ bt

∣∣∣∣∣
۱

−۱

+
−a

λ
e−λ(t−۱)

∣∣∣∣∣
x

۱

=
c

λ
+ ۲b− a

λ
(e−λ(x−۱) − ۱) =

a+ c

λ
+ ۲b− a

λ
e−λ(x−۱) = ۱ − a

λ
e−λ(x−۱)

⇒ FX(x) =


c
λ
eλ(x+۱), x < −۱

c
λ
+ b(x+ ۱), −۱ ⩽ x ⩽ ۱

۱ − a
λ
e−λ(x−۱), ۱ < x

خورده) گره ۲. (نخ های مسئلەی

تصادفͬ صورت به داشت. خواهند سر ۲n نخ ها کل لذا دارد؛ سر دو نخ هر که ͬ دانیم م داریم. نخ n کنید فرض
تعداد اگر ͬ زنیم. م گره هم به را زوج هر تشͺیل دهندەی سرِ دو و ͬ گیریم م نظر در را نخ ها این سرهای از زوج n

.E[L] است مطلوب دهیم، نشان L مانند تصادفͬ متغیر ͷی با را ایجادشده حلقەهای

جواب.

نخ n− ۱ برای را مسئله کنید فرض باشد. مͬ e۱ = ۱ وضوح به دهیم. مͬ نمایش en با را نخ n برای مسئله پاسخ
پذیر امͺان آن برای حالت دو بͽیرید؛ نظر در را نخ این سر ͷی کنیم. مͬ اضافه دیͽر نخ ͷی حال و ایم کرده حل

است:
تعداد میانگین حالت این در باشد. مͬ ۱

۲n−۱ رویداد، این دادن رخ احتمال شود. متصل نخ همین دیͽر سر به −۱
های حلقه کل تعداد میانگین پس باشد. مͬ en−۱ برابر نخ، این از مستقل ها، نخ سایر توسط شده تولید های حلقه

بود. خواهد en−۱ + ۱ برابر حالت این در شده تولید
توانیم مͬ حالت این در باشد. مͬ ۲n−۲

۲n−۱ رویداد، این دادن رخ احتمال شود. متصل دیͽر نخ ͷی از سر ͷی به −۲
ادامه در پس کنیم. حذف را نخ دو این خود و بͽیریم نظر در جدید نخ ͷی سر دو عنوان به را نخ دو این آزاد های سر

شد. خواهد تولید حلقه en−۱ میانگین طور به ها آن های سر دوی به دو اتصال از که داشت خواهیم نخ n− ۱
شود: مͬ محاسبه بازگشتͬ صورت به زیر رابطه از en نتیجه در

en =
۱

۲n− ۱
(en−۱ + ۱) + ۲n− ۲

۲n− ۱
en−۱ =

۱
۲n− ۱

+ en−۱

=⇒ en = ۱ +
۱
۳
+

۱
۵
+ ...+

۱
۲n− ۱

۳



واریانس) و ۳. (میانگین مسئلەی

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به آن احتمال جرم تابع که طوری به است. گسسته تصادفͬ متغیر ͷی T •

∀n ∈ N P(T = n) =
A

n · ۳n
,

است. ثابت مقدار ͷی A آن در که
بیابید. را A ثابت عددی مقدار الف)

کنید. محاسبه را Var[T ] و E[T ] مقادیر ب)

که طوری به بͽیرید نظر در را X تصادفͬ متغیر •

∀n ∈ N P(X = n) =
c

n!

آورید. دست به را Var[X] و E[X] مقادیر سپس و بیابید را c مقدار

جواب.

اول: بخش •

الف)

∀۰ < p < ۱ ;
∞∑
n=۰

pn =
۱

۱ − p
=⇒

∫ p

۰

∞∑
n=۰

xn dx =

∫ p

۰

۱
۱ − x

dx

=⇒
∞∑
n=۱

pn

n
= ln(

۱
۱ − p

) =⇒
∞∑
n=۱

۱
n · ۳n

= ln(
۳
۲
)

داریم: A مقدار برای نتیجه در

∞∑
n=۰

P (T = n) = ۱ =⇒
∞∑
n=۰

A

n · ۳n
= A ln(

۳
۲
) = ۱ =⇒ A =

۱
ln(۳

۲)

ب)

E[T ] =
∞∑
n=۱

nP (T = n) =
۱

ln(۳
۲)

∞∑
n=۱

۱
۳n

=
۱

۲ ln(۳
۲)

نوشت: توان مͬ که کنید دقت حال

∀۰ < p < ۱ ;
∞∑
n=۰

pn =
۱

۱ − p
=⇒ d

dp

∞∑
n=۰

pn =
d

dp

۱
۱ − p

=⇒
∞∑
n=۱

npn−۱ =
۱

(۱ − p)۲ =⇒
∞∑
n=۱

npn =
p

(۱ − p)۲ =⇒
∞∑
n=۱

n

۳n
=

۳
۴

۴



داریم: واریانس محاسبه برای پس

E[T ۲] =
∞∑
n=۱

n۲P (T = n) =
۱

ln(۳
۲)

∞∑
n=۱

n

۳n
=

۳
۴ ln(۳

۲)

V ar[T ] = E[T ۲]− E[T ]۲ =
۳

۴ ln(۳
۲)

− ۱
۴ ln(۳

۲)
۲

دوم: بخش •

∞∑
n=۱

P (X = n) = ۱ =⇒
∞∑
n=۱

c

n!
= c(e− ۱) = ۱ =⇒ c =

۱
e− ۱

E[X] =
∞∑
n=۱

nP (X = n) =
۱

e− ۱

∞∑
n=۱

۱
(n− ۱)!

=
e

e− ۱

E[X۲] =
∞∑
n=۱

n۲P (X = n) =
۱

e− ۱

∞∑
n=۱

n

(n− ۱)!
=

۱
e− ۱

(
۱ +

∞∑
n=۲

۱
(n− ۱)!

+
۱

(n− ۲)!

)
=

۲e
e− ۱

V ar[X] = E[X۲]− E[X]۲ =
۲e

e− ۱
−
(

e

e− ۱

)۲

=
e۲ − ۲e
(e− ۱)۲

نرمال) ۴. (قدِ مسئلەی

کند. پیروی ۱۰ واریانس و ۱۷۰ میانگین با نرمال توزیع از که است تصادفͬ متغیر ͷی ساله ۲۵ مردان قد کنید فرض

است؟ ͬ متر سانت ۱۷۴ از بیش مردان این از درصد چند قد الف)

است؟ ͬ متر سانت ۱۸۰ از کمتر قدشان دارند، ͬ متر سانت ۱۶۰ مساوی یا بیشتر قد که مردانͬ از درصد چند ب)

دیͽر، بیان (به ͬ کند م پیروی سوال در دادەشده توزیع همین از و است مستقل مختلف افراد قد که بدانیم اگر پ)
مردان، این از نفره ۵ گروه ͷی میان از که دارد احتمال چقدر باشند)، i.i.d تصادفͬ متغیرهای آن ها قد متناظر اعداد

باشند؟ داشته قد ͬ متر سانت ۱۷۴ از بیش آن ها نصف حداقل

جواب.

نرمال توزيع برای بنابراين است. ۱۰ واريانس و ۱۷۰ ميانگين با تصادفͬ متغير ͷي ساله ۲٥ مردان قد كه دانيم مͬ
داريم:

fX(x = a) =
۱

σ
√

۲π
e

−۱
۲ (a−µ

σ
)۲

۵



ͬ دهیم: م متغیر تغییر زیر استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر به الف)

Z =
X − µ

σ
=

X − ۱۷۰√
۱۰

P (X > ۱۷۴) = ۱ − P (X ⩽ ۱۷۴) =⇒ P (X ⩽ ۱۷۴) = P (X − ۱۷۰ ⩽ ۱۷۴ − ۱۷۰)

= P (
X − ۱۷۰√

۱۰
⩽ ۱۷۴ − ۱۷۰√

۱۰
) = P (Z ⩽ ۴√

۱۰
) = Φ(

۴√
۱۰

) = ۰٫۸۹

P (X > ۱۷۴) = ۱ − ۰٫۸۹ = ۰٫۱۱

۱۸۰ از كمتر قد كه افرادی سپس و كنيم حساب را دارند ۱٦۰ بالای قد كه افرادی درصد بايد ابتدا محاسبه برای ب)
دارند:

P (X > ۱۶۰) = ۱ − P (X ⩽ ۱۶۰) =⇒ P (X ⩽ ۱۶۰) = P (X − ۱۷۰ ⩽ ۱۶۰ − ۱۷۰)

= P (
X − ۱۷۰√

۱۰
⩽ ۱۶۰ − ۱۷۰√

۱۰
) = P (Z ⩽ −۱۰√

۱۰
) = Φ(

−۱۰√
۱۰

) = ۰٫۰۰۰۷

P (X > ۱۶۰) = ۱ − ۰٫۰۰۰۷ = ۰٫۹۹۹۳

P (X < ۱۸۰) = P (X − ۱۷۰ < ۱۸۰ − ۱۷۰) = P (
X − ۱۷۰√

۱۰
<

۱۸۰ − ۱۷۰√
۱۰

)

= Φ(
۱۰√
۱۰

) = ۰٫۹۹۹۲ =⇒ P (X >= ۱۸۰) = ۱ − ۰٫۹۹۹۲ = ۰٫۰۰۰۸

بالای قد دارای جامعه افراد ۰٫۰۰۰۸ و هستند متر سانتͬ ۱٦۰ بالای قد دارای افراد ۰٫۹۹۹۳ كه گيريم مͬ نتيجه پس
بنابراین هستند متر سانتͬ ۱۸۰

۰٫۹۹۹۳ − ۰٫۰۰۰۸ = ۰٫۹۹۸۵ =⇒ ۰٫۹۹۸۵
۰٫۹۹۹۳

= ۰٫۹۹۹۱

است. ۱۸۰ زير قدشان دارند ۱٦۰ بالای قد كه افرادی درصد ۹۹٫۹۱ كه دهد مͬ نشان بنابراين

كنيم: مͬ جمع را كل احتمال آن از بعد و كنيم مͬ بررسͬ را بيايد بوجود است ممͺن كه مختلف حالت های ابتدا پ)

متر: سانتͬ ۱۷٤ از كمتر نفر ۲ و باشند متر سانتͬ ۱۷٤ از بيشتر قد دارای نفر اول:سه )حالت
۵
۳

)
P (X > ۱۷۴)۳P (X < ۱۷۴)۲ = ۱۰ × (۰٫۱۱)۳ × (۰٫۸۹)۲ = ۰٫۰۱۰۵

كمتر: ͬͺي و باشند متر سانتͬ ۱۷٤ از بيشتر قد دارای نفر دوم:چهار )حالت
۵
۴

)
P (X > ۱۷۴)۴P (X < ۱۷۴)۱ = ۱۰ × (۰٫۱۱)۴ × (۰٫۸۹)۱ = ۰٫۰۰۰۶۵

۶



باشند: متر سانتͬ ۱۷٤ از بيشتر قد دارای نفر پنج سوم:هر )حالت
۵
۵

)
P (X > ۱۷۴)۵P (X < ۱۷۴)۰ = ۱ × (۰٫۱۱)۵ × (۰٫۸۹)۰ = ۰٫۰۰۰۰۶۱

با: است برابر باشند متر سانتͬ ۱۷٤ از بيشتر قد دارای افراد از نيمͬ از بيش جمع اين در كه آن احتمال پس

۰٫۰۱۰۵ + ۰٫۰۰۰۶۵ + ۰٫۰۰۰۰۶۱ = ۰٫۰۱۱۲

۵. (پواسون) مسئلەی

را P(Z ⩽ ۱) مقدار دهد، نشان را آن  ها مینیمم Z و باشند λ = ۲ پارامتر با پواسون تصادفͬ متغیر دو Y و X اگر
کنید. محاسبه

جواب.

بدست جای به و است دشوار Z مستقیم محاسبه بنابراين متفیر ⅭⅮF است. Z = min{X,Y } كه دانيم مͬ
آوريم: مͬ بدست را آن متمم احتمال آن، آوردن

P (Z ⩽ ۱) = ۱ − P (Z > ۱)

P (Z > ۱) = P (min{X,Y } > ۱) = P (X > ۱, Y > ۱)

داریم: بنابراین دارند. یͺسان توزیع و هستند هم از مستقل Y و X تصادفͬ متغيرهای كه دانيم مͬ

P (X > ۱, Y > ۱) = P (X > ۱)P (Y > ۱) = P (X > ۱)۲ = (۱ − P (x ⩽ ۱))۲

داریم: پواسون توزیع برای یادآوری:

P (X = a) =
λa

a!
e−λ

داشت: خواهيم سوال اين حل برای پس

P (X ⩽ ۱) = ۲۰

۰!
e−۲ +

۲۱

۱!
e−۲ = ۳e−۲ ⇒ P (X > ۱) = ۱ − P (X ⩽ ۱) = ۱ − ۳e−۲ ⇒

P (X > ۱)P (Y > ۱) = P (X > ۱)۲ = (۱ − ۳e−۲)۲ ⇒ P (Z > ۱) = (۱ − ۳e−۲)۲ ⇒

P (Z ⩽ ۱) = ۱ − P (Z > ۱) = ۱ − (۱ − ۳e−۲)۲

۷



(ͬͽبی  حافظ) .۶ مسئلەی

باشیم: داشته اگر است؛ ۱ͬͽبی حافظ خاصیت دارای X تصادفͬ متغیر

∀m,n ∈ N ∪ {۰} P[X > n+m|X > n] = P[X > m]

باشد. هندسͬ توزیع دارای اگر تنها و اگر است؛ بی حافظه دهید نشان باشد، گسسته تصادفͬ متغیر ͷی X اگر

جواب.

: X ∼ Geo(p) کنید فرض ابتدا

P [X > n] = ۱ −
n∑

k=۱

P [X = k] = ۱ −
n∑

k=۱

pqk−۱ = ۱ − p
۱ − qn

۱ − q
= qn

⇒ P [X > n+m|x > n] =
P [X > n+m]

P [X > n]
=

qn+m

qn
= qm = P [X > m]

. باشد حافظه بی X کنید فرض حال

n = m = ۰ ⇒ P [X > ۰] = P [X > ۰|X > ۰] = ۱

. پذیرد مͬ طبیعͬ مقادیر فقط X پس
باشد. q = P [X > ۱] کنید فرض

ͬ دانیم: م

P [X > n+m|X > n] =
P [X > n+m]

P [X > n]

داریم: n,m ∈ N هر برای پس

P [X > n+m] = P [X > n].P [X > m]

که: گرفت نتیجه استقرایی صورت به ͬ توان م پس

∀n ∈ N : P [X > n] = qn

Ⅿeⅿoryⅼess Property۱

۸



⇒ ∀n ∈ N : P [X = n] = P [X > n− ۱]− P [X > n] = qn−۱ − qn

= (۱ − q)qn−۱ ⇒ X ∼ Geo(۱ − q)

پروفسور) ۷. (چمدانِ مسئلەی

به لس آنجلس فرودگاه از ابتدا او منظور، این برای ͬ کند. م سفر پاریس به لس آنجلس از هواپیما با سراجͬ پروفسور
ͷی وسایل که آن احتمال ͬ دانیم م ͬ رسد. م پاریس به لندن از نهایت در و ͬ رود م لندن به آنجا از سپس و نیویورک
ͬ رسد، م پاریس به پروفسور وقتͬ است. p شود، گم لندن و نیویورک لس آنجلس، فرودگاەهای از ͷی هر در مسافر
شده گم مذکور فرودگاەهای از ͷی هر در چمدانش که دارد احتمال چقدر است. شده گم چمدانش که ͬ شود م متوجه

باشد؟

جواب.

است. شهرها ساير از مستقل و p باشند شده گم مذكور شهرهای از ͷهري در وسايلش اينكه احتمال كه دانيم مͬ
است. p پارامتر با هندسͬ توزيع دارای باشد شده گم وسايلش ها شهر از ͷي هر در اينكه احتمال بنابراین

با: است برابر بيافتد اتفاق نظر مورد پيشامد آزمایش kامين در اينكه احتمال هندسͬ توزيع در يادآوری:

P (X = k) = (۱ − p)k−۱p

داشت: خواهيم راه بين در مذكور شهرهای از هريك برای پس

باشد: شده گم نيويورگ در آنكه احتمال

k = ۱ ⇒ P (X = k) = (۱ − p)۱−۱p = p

باشد: شده گم لندن در آنكه احتمال

k = ۲ ⇒ P (X = k) = (۱ − p)۲−۱p = (۱ − p)p

باشد: شده گم پاريس در آنكه احتمال

k = ۳ ⇒ P (X = k) = (۱ − p)۲−۱p = (۱ − p)۲p

۹



بازی  ها) ۸. (نظریه مسئلەی

برگزار سوال k با را آزمون این او است. رسیده ذهنش به میانترم آزمون برای جالبی ایده بازی ها نظریه درس استاد
شود، حل نفر ͷی توسط فقط سوالͬ اگر است. گرفته نظر در آن برای نیز تشویقͬ نمره کسب راه ͷی اما ͬ کند؛ م

ͬ شود. م حساب برابر دو او برای آن نمره

افراد و سوالات بقیه به وابستگͬ هیچ گونه رویداد، این و است p فرد هر توسط سوال هر حل شدن احتمال ͬ دانیم م
پاسخ به را صفر یا نمره کل است ممͺن تصحیح، زمان در و گرفته نظر در نمره ۱ سوال هر برای درس، استاد ندارد.
امید باشد، نفره n کلاس اگر ندارد). وجود نمرەدهͬ برای دیͽری حالت که کنید (دقت دهد اختصاص دانشجو هر

آورید. دست به را آزمون این در کلاس نمره میانگین ریاضͬ

جواب.

دلخواه، سوال برای حال کرد. بررسͬ جداگانه صورت به را سوال هر توان مͬ ریاضͬ، امید بودن خطͬ خاصیت طبق
دهیم: مͬ قرار همچنین کنیم. مͬ تعریف امتیازی نمره اعمال از قبل ام i دانشجوی نمره برابر را Xi تصادفͬ متغیر

Pi =

۱ Xi = ۱ ∧ ∀j ̸= i ; Xj = ۰

۰ otherwise

نوشت: توان مͬ E[Pi] محسابه برای که کنید دقت

E[Pi] = p(۱ − p)n−۱

کند. حل را سوال این ام i شخص فقط که است این حالات، فضای در مطلوب حالت تنها که چرا
داشت: خواهیم سوال این میانگین برای درنتیجه

Y =

∑n
i=۱ Xi + Pi

n

داریم: حال

E[Y ] = E
[ ∑n

i=۱ Xi + Pi

n

]
= E[X۱] + E

[ ∑n
i=۱ Pi

n

]
= E[X۱] + E[P۱] = p+ p(۱ − p)n−۱

با: بود خواهد برابر آزمون کل میانگین پس

kp(۱ + (۱ − p)n−۱)

۱۰



۹. (چندجملەای) مسئلەی

است: شده داده زیر صورت به X پیوسته تصادفͬ متغیر (ⅭⅮF) تجمعͬ توزیع تابع

FX(x) =


۰ x < −۱

Q(x) −۱ ⩽ x ⩽ ۲

۱ x > ۲

آنگاه: ، P (X ⩽ ۱) = ۸
۲۷ و P (۰ ⩽ X) = ۲۶

۲۷ بدانیم اگر است. ۳ درجه از ای جمله چند ͷی Q(x) آن در که
نمایید. مشخص را Q(x) الف)

آورید. دست به را X تصادفͬ متغیر احتمال چͽالͬ تابع ب)

جواب.

برای پیوستگͬ شرط به توجه با باشد. مͬ (ⅭⅮF) تجمعͬ توزیع تابع خواص از ͬͺی پیوستگͬ که دانیم مͬ الف)
داریم: x = ۲ و x = −۱ نقاط در Fx تابع

Q(−۱) = ۰ , Q(۲) = ۱

نوشت: توان مͬ سوال، های داده از استفاده با همچنین

P (۰ ⩽ X) = ۱ − P (X < ۰) = ۱ − FX(۰) =
۲۶
۲۷

=⇒ FX(۰) = Q(۰) = ۱
۲۷

P (X ⩽ ۱) = FX(۱) = Q(۱) = ۸
۲۷

داریم: Q(x) ای جمله چند برای پس

Q(x) =
(x+ ۱)(x− ۱)(x− ۲)

۲
× ۱

۲۷
+
x(x+ ۱)(x− ۲)

−۲
× ۸

۲۷
+
x(x+ ۱)(x− ۱)

۶
=

(x+ ۱)۳

۲۷

یابیم: مͬ را X تصادفͬ متغیر احتمال چͽالͬ تابع تجمعͬ، توزیع تابع از گیری مشتق با ب)

fX(x) =


۰ x < −۱
(x+۱)۲

۹ −۱ ⩽ x ⩽ ۲

۰ x > ۲

۱۱


