
نجفͬ امیر دکتر مدرس: کامپیوتر مهندسͬ دانشͺدەی

مهندسͬ احتمال و آمار
۱۴۰۲ −۱۴۰۳ دوم نیم سال

اردیبهشت ۱۳ تحویل: زمان چهارم سری تمرین

است. مشخص شده روز ۲۳:۵۹ ساعت تا پاسخ ارسال مهلت •

شدە نوشته او خود توسط باید حتما کس هر ارسالͬ پاسخ اما ندارد مانعͬ تمرین انجام در شما هم فکری و هم کاری •
باشد.

سوال حل استفاده برای مورد منابع آدرس و هم فکران نام درسͬ، خارج منابع هر از استفاده یا و هم فکری صورت در •
کنید. ذکر  را نظر مورد

شد. نخواهد تصحیح شما پاسخ صورت این غیر در کنید. بارگذاری نظری سوالات پاسخ از واضح تصویری لطفا •

بارم بندی

نمره) ۱۰۰ (مجموعا است: زیر شͺل به سوالات بارم

نمره ۱۰ :۱ سوال •

نمره ۱۲ کدام هر :۶ الͬ ۲ سوالات •

نمره ۱۵ کدام هر :۸ و ۷ سوالات •

۱



توام) ۱. (چͽالͬ مسئلەی

باشد: زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو توأم احتمال چͽالͬ تابع اگر

f(x, y) =


e−x/ye−y

y
۰ < x < ∞, ۰ < y < ∞

۰ صورت این غیر در

بیابید. را P(X < x|Y = y)

پاسخ

ͬ آوریم. م دست به باشد Y = y که صورتͬ در را X شرطͬ توزیع ابتدا

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)

=
e−x/ye−y/y

e−y
∫∞

۰ (۱/y)e−x/ydx
=

۱
y
e−x/y

داریم، پس

P{X < x|Y = y} =

∫ x

۰

۱
y
e−x/ydx

= −e−x/y
∣∣x

۰ = ۱ − e−x/y

توام) (مجموع .۲ مسئلەی

تصادفͬ متغیرهای احتمال چͽالͬ تابع است. شده داده زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو توام توزیع تابع
کنید. پیدا را خواستەشده

fXY (x, y) =

x+ y ۰ ⩽ x, y ⩽ ۱

۰ صورت این غیر در

X + Y الف)

XY ب)

Y

X
پ)

۲



پاسخ

الف)

Z۱ = X + Y

FZ۱(z) = P(X + Y ⩽ z) =


∫ z

۰

∫ z−y

۰ fXY (x, y) dxdy ۰ ⩽ z ⩽ ۱

۱ −
∫ z

۰

∫ ۱
z−۱ fXY (x, y) dxdy ۱ ⩽ z ⩽ ۲

fZ۱(z) =


∫ z

۰ fXY (z − y, y) dy ۰ ⩽ z ⩽ ۱∫ ۱
z−۱ fXY (z − y, y) dy ۱ ⩽ z ⩽ ۲

fZ۱(z) =


z۲ ۰ ⩽ z ⩽ ۱

z(۲ − z) ۱ ⩽ z ⩽ ۲

۰ O.W.

ب)

Z۲ = XY

FZ۲(z) = P(XY ⩽ z) = ۱ −
∫ ۱
z

∫ ۱
z
y
fXY (x, y) dxdy

fZ۲(z) =
∫ ۱
z

۱
y
fXY (

z
y
, y)dy =

∫ ۱
z

۱
y
( z
y
+ y)dy = ۲(۱ − z), ۰ ⩽ z ⩽ ۱

ج)

Z۳ = Y
X

FZ۳(z) = P( Y
X

⩽ z) =


∫ ۱

۰

∫ zx

۰ fXY (x, y) dxdy ۰ ⩽ z ⩽ ۱

۱ −
∫ ۱

۰

∫ y
z

۰ fXY (x, y) dxdy ۱ ⩽ z

fZ۳(z) =


∫ ۱

۰ xfXY (x, zx) dy ۰ ⩽ z ⩽ ۱∫ ۱
۰

y
z۲fXY (

y
z
, y) dy ۱ ⩽ z

fZ۳(z) =

۱+z
۳ ۰ ⩽ z ⩽ ۱

۱+z
۳z۳ ۱ ⩽ z

۳



شرطͬ) (یͺنواخت .۳ مسئلەی

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به آن احتمال چͽالͬ تابع که است پیوسته تصادفͬ متغیر ͷی X

fX(x) =

۲x ۰ ⩽ x ⩽ ۱

۰ صورت این غیر در

مطلوب میͺند. پیروی [−x, x] ی بازه در یͺنواخت توزیع از Y تصادفͬ متغیر ،X = x شرط برقراری صورت در
است:

fXY (x, y) الف)
fY (y) ب)

P(|Y | < X۳) ج)

پاسخ

نوشت: میتوان کند، مͬ پیروی [−x, x] بازه در یͺنواخت توزیع از Y |X = x که این به توجه با الف)

fY |X(y|x) =


۱

۲x −x ⩽ y ⩽ x

۰ O.W.

داریم: توام، توزیع تعریف و شده داده fX(x) ای حاشیه چͽالͬ تابع طبق حال

fXY (x, y) = fY |X(y|x)fX(x) =

۱ ۰ ⩽ x ⩽ ۱,−x ⩽ y ⩽ x

۰ O.W.

شود: مͬ زیر صورت به آن شده ساده و بسته فرم که

fXY (x, y) =

۱ |y| ⩽ x ⩽ ۱

۰ O.W.

نوشت: توان مͬ ای حاشیه توزیع تعریف و |y| ⩽ ۱ که این به توجه با و قبل قسمت در آمده دست به نتیجه طبق ب)

fY (y) =

∫ ∞

−∞
fXY (x, y)dx

=

∫ ۱

|y|
۱dx = ۱ − |y|

۴



شود: مͬ زیر صورت به Y برای ای حاشیه چͽالͬ تابع بسته فرم نتیجه در که

fY (y)

۱ − |y| |y| ⩽ ۱

۰ O.W.

کنیم: مͬ استفاده کل احتمال قانون از P (|Y | < X۳) کردن پیدا برای ج)

P (|Y | < X۳) =

∫ ۱

۰
P (|Y | < X۳|X = x)fX(x)dx

=

∫ ۱

۰
P (|Y | < X۳|X = x)۲xdx

=

∫ ۱

۰

(
۲x۳

۲x

)
۲xdx (Y |X = x ∼ Uniform(−x, x))

= ۱/۲

عسل) (زنبور .۴ مسئلەی

ͬ کند. م تبعیت روز ۴۵ میانگین با نمایی توریع از عسل زنبور نوع ͷی عمر طول
آورید. دست به را عسل زنبور نوع این عمر معیار انحراف الف)

است؟ چقدر کند عمر روز ۴۷ از بیش عسل زنبور ͷی اینکه احتمال ب)
زنبور ۱۰۰۰ این عمر طول میانگین اینکه احتمال کردەایم. جمع آوری گونه ۱۰۰۰ زنبور نوع این از کنید فرض ج)

است؟ چقدر باشد روز ۴۷ از بیشتر
است؟ درصد ۱۰ باشد، کمتر آن از عسل زنبور ۱۰۰۰ عمر طول میانگین آنکه احتمال عمری طول چه ازای به د)

پاسخ

برابر معیار از انحراف و میانگین با f(x) = ae−ax, x ∈ [۰,∞] احتمال چͽالͬ تابع نمایی، احتمال توزیع (آ)
ͬ باشد. م ۴۵ با برابر زنبور نوع این عمر طول برای معیار از انحراف بنابراین دارد. را ۱

a
با

داریم: ͬ کند م تبعیت نمایی توزیع از زنبور عمر طول که این به توجه با (ب)

P (X > ۴۷) =
∫ ∞

۴۷

۱
۴۵

e−
۱

۴۵xdx = ۱ −
∫ ۴۷

۰

۱
۴۵

e−
۱

۴۵xdx = ۱ −
[
−e−

۱
۴۵x

]۴۷

۰
= ۱ + e−

۱
۴۵ (۴۷) − e−

۱
۴۵ (۰)

= ۱ + e−
۴۷
۴۵ − ۱ = e−

۴۷
۴۵ ≈ ۰٫۳۵۱۹

داریم: n = ۱۰۰۰ برای مرکزی حد قضیه به توجه با (ج)

Z =
X̄ − µX

σX/
√
n

⇒ ۴۷ − ۴۵
۴۵/

√
۱۰۰۰

≈ ۱٫۴۱

P (X̄ ⩾ ۴۷) = P (Z ⩾ ۱٫۴۱) = ۱ − P (Z ⩽ ۱٫۴۱) = ۱ − ۰٫۹۲۰۷ = ۰٫۰۷۹۳

با است برابر باشیم داشته ۱۰۰۰̸۰ به میتوانیم که عددی ترین ͷنزدی نرمال، توزیع جدول به توجه با (د)

۵



.۰٫۱۰۰۳ = P (Z < −۱٫۲۸)

Z =
X̄ − µX

σX/
√
n

⇒ −۱٫۲۸ =
x̄− ۴۵

۴۵/
√

۱۰۰۰
⇒ x̄ = −۱٫۲۸

(
۴۵√
۱۰۰۰

)
+ ۴۵ ≈ ۴۳٫۱۸ روز

دلاری) (درآمد .۵ مسئلەی

ͬ آورید. درم چرخش به را شش رو استاندارد تاس ͷی آن در که کنید شرکت بازی ͷی در تا ͬ پردازید م دلار ۱ شما
و ͬ گیرید، م پس را خود دلار باشد، ۵ تاس عدد اگر ͬ دهید. م دست از را دلارتان باشد، ۴ یا ۳ ،۲ ،۱ تاس عدد اگر
دلار). ۳ (مجموعا ͬ آورید م دست به هم اضافه دلار ۲ بلͺه ͬ گیرید، م پس را خود دلار تنها نه باشد، ۶ تاس عدد اگر

X ۲ ۰ −۱

P (X = x) ۱
۶

۱
۶

۲
۳

پرداخت بازی در شرکت برای که دلاری (حتماً کنید. محاسبه پرتاب بار ͷی برای را معیار انحراف و میانگین الف)
بͽیرید.) نظر در را ͬ کنید م

است؟ چقدر نمونه توزیع برای استاندارد خطای و میانگین کنید، بازی بار ۱۰۰ شما اگر ب)

پولͬ مقدار با شما (یعنͬ است؟ چقدر باشد مثبت شما نتیجه میانگین اینکه احتمال کنید، بازی بار ۱۰۰ شما اگر ج)
ͬ شوید.) م خارج بازی از داشتید، بازی از قبل که آنچه از بیشتر

مقداری چه از کمتر درصد ۹۰ احتمال با ͬ شوید، م برنده که پولͬ میزان میانگین کنید، بازی بار ۱۰۰ شما اگر د)
است؟

پاسخ

شده داده احتمال توزیع از پرتاب، بار ͷی برای (σ) معیار انحراف و (E[X]) انتظار مورد مقدار محاسبه برای الف)
ͬ کنیم: م استفاده

E[X] = (−۱) · ۲
۳
+ (۰) · ۱

۶
+ (۲) · ۱

۶
= −۲

۳
+ ۰ +

۱
۳

= −۱
۳

کنیم: محاسبه را واریانس ابتدا بیایید حالا،

۶



V ar(X) = E[X۲]− (E[X])۲

= (−۱)۲ · ۲
۳
+ (۰)۲ · ۱

۶
+ (۲)۲ · ۱

۶
−
(
−۱

۳

)۲

=
۲
۳
+

۲
۳
− ۱

۹
=

۴
۳
− ۱

۹
=

۱۱
۹

معیار: انحراف سپس،

σ =
√

V ar(X) =

√
۱۱
۹

≈
√

۱۱
۹

≈ ۱٫۰۵

است. دلار ۱٫۰۵ تقریباً معیار انحراف و است دلار −۱
۳ انتظار مورد مقدار پرتاب، بار ͷی برای پس،

دلار. ۱۰۰ × E[X] = ۱۰۰ × (−۱
۳) = −۱۰۰

۳ با بود خواهد برابر پرتاب بار ۱۰۰ برای انتظار مورد مقدار ب)

n و پرتاب بار ͷی برای معیار انحراف σ آن در که ͬ شود، م داده σ√
n

توسط نمونەای توزیع برای استاندارد خطای
پرتاب هاست. تعداد

دلار. ۱٫۰۵√
۱۰۰ = ۱٫۰۵

۱۰ = ۰٫۱۰۵ با بود خواهد برابر پرتاب بار ۱۰۰ برای استاندارد خطای بنابراین،

شود: توجه د)
E[X] = −۱

۳
, Var(X) =

۱۱
۹
, n = ۱۰۰

میانگین با نرمال توزیع ͷی از تقریباً X۱+···+Xn

n
نمونه میانگین ،n بزرگ اعداد برای (ⅭⅬT)، مرکزی حد قضیه طبق

ͬ کند. م پیروی σ۲

n
=

۱۱
۹

۱۰۰ = ۱۱
۹۰۰ واریانس و µ = −۱

۳

متغیر: کردن استاندارد

Z =

(
X۱+···+Xn

۱۰۰

)
+ ۱

۳√
۱۱

۹۰۰

کند. پیروی (Z ∼ N (۰, ۱)) استاندارد نرمال توزیع ͷی از Z متغیر ͬ شود م باعث تبدیل این

ماشین یا جدول از استفاده با است. P (Z > ۳٫۰۲) با معادل که کنیم پیدا را P
(
Z > ۱

۳ ×
√

۹۰۰
۱۱

)
باید ما

ͬ آوریم. م دست به را P (Z > ۳٫۰۲) ≈ ۰٫۰۰۱۲۶۳۹ استاندارد، نرمال توزیع حساب

.P
(
X۱+···+Xn

n
> ۰

)
≈ ۰٫۰۰۱۲۶۳۹ بنابراین،

شود: توجه ج)

E[X] = −۱
۳
, Var(X) =

۱۱
۹
, n = ۱۰۰

میانگین با نرمال توزیع ͷی از تقریباً X۱+···+Xn

n
نمونه میانگین ،n بزرگ اعداد برای (ⅭⅬT)، مرکزی حد قضیه طبق

۷



ͬ کند. م پیروی σ۲

n
=

۱۱
۹

۱۰۰ = ۱۱
۹۰۰ واریانس و µ = −۱

۳

متغیر: کردن استاندارد

Z =

(
X۱+···+Xn

۱۰۰

)
+ ۱

۳√
۱۱

۹۰۰

کند. پیروی (Z ∼ N (۰, ۱)) استاندارد نرمال توزیع ͷی از Z متغیر ͬ شود م باعث تبدیل این

جدول از را Z متناظر امتیاز باید ما دارد، قرار آن زیر در احتمال از ٪۹۰ که زیر X۱+···+Xn

n
مقدار کردن پیدا برای

کنیم. پیدا استاندارد نرمال توزیع

تقریباً P (Z < z) = ۰٫۹ با متناظر Z که ͬ شویم م متوجه استاندارد، نرمال توزیع حساب ماشین یا جدول از
است. ۱٫۲۸۱۵۵۲

ͬ کنیم: م استفاده X۱+···+Xn

n
برای متناظر مقدار کردن پیدا برای Z امتیاز این از حالا،

X۱ + ...+Xn

n
< −۱

۳
+ ۱٫۲۸۱۵۵۲ ×

√
۱۱

۹۰۰

X۱ + ...+Xn

n
< −۱

۳
+

۱٫۲۸۱۵۵۲
۳

×
√

۱۱
۹۰۰

X۱ + ...+Xn

n
< −۱

۳
+

۱٫۲۸۱۵۵۲
۳

×
√

۱۱
۳۰

X۱ + ...+Xn

n
< −۱

۳
+ ۰٫۱۴۹۶۰۵۱

X۱ + ...+Xn

n
< −۰٫۱۸۳۳۹۴۹

توام) (گوسͬ .۶ مسئلەی

باشیم: داشته که طوری به باشند؛ گوسͬ توام تصادفͬ متغیرهای W و Y کنید فرض

E[Y ] = ۲ E[W ] = ۰ Var(Y ) = ۱۶ Var(W ) = ۴

پاسخ زیر سوالات به ،X = ۳Y + W + ۳ تصادفͬ متغیر گرفتن نظر در با باشد، ۰ .۲۵ همبستگͬ ضریب اگر
دهید.

آورید. دست به را Var(X) و E[X] مقادیر الف)

کنید. محاسبه را P(X ⩾ ۲۰) عددی مقدار ب)

آورید. دست به X از تابعͬ صورت به را E[Y |X] مقدار پ)

۸



کنید. محاسبه را E[(Y − E[Y |X])۲] یعنͬ مربعات، خطای میانگین ت)

پاسخ

داریم (آ)

E [X] = E [3Y +W + 3] = 3E [Y ] + E [W ] + 3 = 9

و کنیم مͬ استفاده Cov(Y,W ) = ρσY σW = (۰٫۲۵)(۴)(۲) = ۲ از همچنین

Var(X) = Var(3Y +W + 3)

= 9Var(Y ) + Var(W ) + 2 · 3Cov(Y,W )

= 144 + 4 + 12 = 160

پس است، گاووسͬ نیز X است، توام گاووسͬ تصادفͬ های متغیر از خطͬ ترکیب ͷی X چون (ب)

P{X ⩾ 20} = P

{
X − 9√
160

⩾ 20− 9√
160

}
= Q

(
20− 9√

160

)
= Q(0.8696) = 0.192

نیز آنان خود پس هستند، W و X توام گاووسͬ تصادفͬ های متغیر از خطͬ ترکیب Y و X که آنجایی از (ج)
پس هستند، گاووسͬ تواما

E [Y |X] = Ê [Y |X] = E [Y ] +
Cov(Y,X)

Var(X)
(X − E [X])

به: توجه با

Cov(Y,X) = Cov(Y, 3Y +W + 3) = 3Var(Y ) + Cov(Y,W ) = 48 + 2 = 50

که: رسیم مͬ نتیجه این به

E [Y |X] = Ê [Y |X] = 2 +
50

160
(X − 9)

داریم (د)

MSE = Var(Y )− (Cov(Y,X))2

Var(X)
= 16− (50)2

160
= 0.375

۹



هرزنامه) (تشخیص .۷ مسئلەی

زمانͬ نشان دهنده و پیوسته تصادفͬ متغیر ͷی Tn کنید فرض ͬ کند. م دریافت ایمیل ۱ حداکثر لحظه هر در علͬ
متغیر تعدادی ایمیل ها رسیدن بین انتظار زمان که بͽیرید نظر در همچنین ͬ رسد. م علͬ به n⁃ام ایمیل که باشد
Exp(λ) توزیع از ͬͽهم که باشند T۱, T۲ − T۱, T۳ − T۲, . . . مانند (i.i.d) یͺسان توزیع با و مستقل تصادفͬ
بقیه به ارتباطͬ موضوع، این و است هرزنامه q = ۱ − p احتمال با و سالم p احتمال با ایمیل هر ͬ کنند. م پیروی

ندارد. آن ها رسیدن برای انتظار زمان های یا ایمیل ها

پیوسته متغیر ͷی X لذا ͬ رسد. م علͬ به سالم ایمیل اولین که باشد زمانͬ نشان دهنده تصادفͬ متغیر X کنید فرض
ایمیل اولین اگر ترتیب، همین به .X = T۱ داشت خواهیم باشد، سالم ایمیل اولین اگر مثال برای و بود خواهد

.X = T۲ داشت خواهیم باشد، سالم ایمیل دومین و هرزنامه

آورید. دست به را X واریانس و ریاضͬ امید الف)

ͬ کند؟ م پیروی توزیعͬ چه از X تابع، این اساس بر که کنید بیان سپس آورید. دست به را X گشتاور مولد تابع ب)

پاسخ

(الف)
که: ͬ کنیم م عمل صورت این به X واریانس و ریاضͬ امید کردن پیدا برای

ایمیل اولین از قبل تا ایمیل های تعداد ،N از منظور این جا (در ͬ نویسیم م را X = X۱ +X۲ + ...+XN عبارت
ام j ایمیل تا ام j − ۱ ایمیل از شده سپری زمان Xj آن در که ͬ باشد) م سالم ایمیل اولین خود علاوه به هرز غیر

گفت ͬ توان م پس ،N − ۱ ∼ Geom(p) بنابراین .X۱ = T۱ و j ⩾ ۲ که شود دقت است.

E(X) = E(E(X|N)) = E(N
۱
λ
) =

۱
pλ

.

همچنین:

V ar(X) = E(V ar(X|N)) + V ar(E(X|N)) = E(N
۱
λ۲ ) + V ar(N

۱
λ
),

است: زیر عبارت معادل که

۱
pλ۲ +

۱ − p

p۲λ۲ =
۱

p۲λ۲

(ب)
ͬ آید: م بدست زیر عبارت بنویسیم، N شرط به را گشتاور مولد تابع اگر

E(etx) = E(E(etX۱etX۲ ...etXN |N)) = E(E(etX۱ |N)E(etX۲ |N)...E(etXN |N)) = E(M۱(t)
N),

تعریف به توجه با حال .(t < λ برای λ
λ−t

که شود (دقت است X۱ گشتاور مولد تابع M۱(t) بالا، عبارت در که
ͬ کنیم): م باز را قبلͬ عبارت جواب صرفا واقع (در داریم است، q = ۱ − p که این و ریاضͬ امید

۱۰



p
∑∞

n=۱ M۱(t)
nqn−۱ =

p

q

∑∞
n=۱(qM۱(t))

n =
p

q

qM۱(t)

۱ − qM۱(t)
=

pλ

λ− t

۱ − qλ

λ− t

=
pλ

pλ− t

تابع همان بالا در آمده بدست جواب شود) همͽرا دنباله تا باشد qM۱(t) < ۱ تا است نیاز (زیرا t < pλ ازای به
.X ∼ Expo(pλ) گفت ͬ توان م پس است pλ پارامتر با نمایی توزیع گشتاور مولد

(جریان) .۸ مسئلەی

طریق از تولیدشده توان ͬ کند، م عبور اهم) حسب (بر R مقاومت ͷی از آمپر) حسب (بر I جریان ͷی که زمانͬ
چͽالͬ توابع با مستقل تصادفͬ متغیرهای R و I کنید فرض ͬ آید. م دست به وات) حسب (بر W = I۲R رابطه

باشند: زیر احتمال
fI(x) = ۶x(۱ − x) ۰ ⩽ x ⩽ ۱

fR(x) = ۲x ۰ ⩽ x ⩽ ۱

آورید. دست به را W احتمال چͽالͬ تابع الف)

کنید. محاسبه را W ریاضͬ امید ب)

پاسخ

داریم: FR(x) و FI(x) به توجه با الف)

fI,R(x, y) =

۱۲xy(۱ − x), if ۰ ⩽ x, y ⩽ ۱,

۰, otherwise.

داریم: ۰ ⩽ a ⩽ ۱ هر ازای به بدین ترتیب

FW (a) = P{W ⩽ a} = P{I۲R ⩽ a}

=

∫∫
R

f۱,R(x, y) dx dy

است. y = a/x۲ منحنͬ زیر و دارد قرار (۰ ⩽ x, y ⩽ ۱) مربع داخل در که بەطوری است ای ناحیه R منطقە ی
ͬ گردد: م محاسبه زیر بەصورت FW (a) پس

FW (a) =

∫ a

۰

∫ ۱

۰
۱۲xy(۱ − x)dx dy +

∫ ۱

a

∫ √
a/y

۰
۱۲xy(۱ − x)dx dy

= a۲ + ۶a(۱ − a)− ۸a۳/۲(۱ − a۱/۲)

،a > ۱ ازای به مشابه، شͺل به همچنین ͬ شود. م FW (a) = ۰ ،a < ۰ ازای به است، W ⩾ ۰ این که به توجه با
داریم: پس ͬ شود. م FW (a) = ۱

۱۱



fW (a) = F ′
W (a) =

۶a− ۱۲
√
a+ ۶, if ۰ ⩽ a ⩽ ۱,

۰, otherwise.

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به نیز E[W ] محاسبەی برای ب)

E[W ] =

∫ ۱

۰
(۶a۲ − ۱۲a۳/۲ + ۶a)da = −۳.

۱۲


